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Operasi pada matriks yang mensyaratkan ukuran diantaranya adalah operasi penjumlahan, 
operasi pengurangan, dan operasi perkalian. Selain itu terdapat operasi lain yang tidak 
mensyaratkan ukuran yaitu Kronecker product, yang dilambangkan dengan notasi  . Penelitian 
ini bertujuan untuk mengkaji sifat-sifat Kronecker product pada matriks, diantaranya sifat operasi 
terkait penjumlahan, perkalian skalar matriks, perkalian matriks, transpos matriks, invers matriks, 
trace matriks, dan determinan matriks. Pada penelitian ini juga dibahas bahwa matriks hasil 
Kronecker product dari dua  matriks normal, matriks ortogonal, atau matriks simetri berturut-
turut adalah matriks normal, matriks ortogonal, dan matriks simetri. 
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PENDAHULUAN 
Matriks adalah susunan persegi panjang dari bilangan-bilangan yang dibatasi dengan tanda 
kurung. Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri atau elemen dalam matriks. 
Pada matriks terdapat beberapa operasi yang mensyaratkan ukuran, diantaranya adalah operasi 
penjumlahan, operasi pengurangan, dan operasi perkalian pada matriks. Selain itu terdapat 
operasi lain yang tidak mensyaratkan ukuran yaitu Kronecker product. Kronecker product dapat 
diaplikasikan salah satunya untuk kasus  persaman Sylvester dan persamaan Lyapunov  yang 
menyatakan persamaan matriks linear. Pada persamaan Sylvester diperoleh bentuk umumnya 
adalah ∑        
 
   . Persamaan Lyapunov diperoleh bentuk umumnya      
     
dimana   adalah simetri. Kronecker product dapat diaplikasikan juga untuk model dan 
algoritma multi arah, varians dalam statistik dan ekonomi, pemrosesan sinyal, serta turunan 
pada matriks [1]. 
Pada tahun 1880-an, operasi Kronecker dua buah matriks diperkenalkan oleh 
matematikawan dari Jerman yang bernama Leopold Kronecker. Salah seorang mahasiswanya, 
yang bernama Hensel, mempopulerkan notasinya dengan nama Kronecker product [2]. 
Kronecker product merupakan operasi pada dua matriks yang tidak mensyaratkan ukuran. 
Kronecker product dilambangkan dengan notasi  . Kronecker product dari dua matriks   dan 
  dimana         yang berukuran    , dengan             dan            . Untuk 
        berukuran    , dengan             dan            . Sehingga dapat 
dibentuk ke dalam Kronecker Product adalah     [
         
   
         
]. Matriks dari hasil 
Kronecker Product   dan   membentuk suatu matriks baru yang berukuran       [2]. 
Pada penelitian ini akan dibahas sifat-sifat Kronecker product pada matriks, langkah-
langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah diberikan matriks   dan   kemudian 
dilakukan operasi-operasi matriks dengan mengkaji sifat-sifat Kronecker product pada matriks, 
diantaranya sifat operasi terkait penjumlahan, perkalian skalar matriks, perkalian matriks, 
transpos matriks, invers matriks, trace matriks, dan determinan matriks. Pada penelitian ini juga 
dibahas bahwa matriks hasil Kronecker product dari dua  matriks normal, matriks ortogonal, 
atau matriks simetri berturut-turut adalah matriks normal, matriks ortogonal, dan matriks 
simetri.




Matriks adalah susunan segiempat siku-siku dari bilangan-bilangan yang dibatasi dengan tanda 
kurung. Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri atau elemen dalam matriks[3]. 
Bentuk umum dari matriks      adalah:  
     [
      
      
    
    
    
  
      
    
  
    
] 
Baris-baris dari matrks   seperti di atas adalah  deret horizontal yang terdiri dari skalar-skalar: 
                                        , 
dan kolom-kolom dari matriks   adalah   deretan vertikal yang terdiri dari skalar-skalar: 
[
   
   
 
   
]  [
   
   
 
   
]    [
   
   
 
   
]. 
Perhatikan bahwa elemen     disebut entri    dari matriks   yang terletak pada baris   dan kolom   
atau seringkali matriks tersebut ditulis sebagai        . Pada matriks terdapat jenis-jenis matriks 
berdasarkan ukuran dan elemen yaitu matriks kuadrat, matriks nol, matriks satuan, matrks diagonal, 
matriks skalar, matriks segitiga bawah, matriks segitiga bawah, matriks simetris, matriks singular, 
matriks nonsingular, matriks ortogonal, matriks normal, matriks blok. 
Jika diketahui suatu matriks   [   ] berukuran     maka transpos dari   adalah matriks  
  
berukuran     yang didapat dari   dengan menuliskan baris ke   dari   sebagai kolom ke   dari 
  . Sebagai contoh, jika  
  [
   
   
   
] maka     [
   
   
   
]. 
Jumlah unsur-unsur diagonal (diagonal utama) dari suatu matriks persegi   disebut      . Dari 
matriks persegi      , diperoleh      , yaitu: 
                        
OPERASI MATRIKS 
Operasi matriks adalah operasi aljabar terhadap dua atau lebih matriks yang meliputi: 
(i). Penjumlahan Matriks 
Syarat untuk menjumlahkan dua matriks atau lebih harus mempunyai ordo yang sama. Misalkan 
matriks   dan   mempunyai ordo     atau dapat ditulis          ,            dengan 
          dan            . Jika kedua matriks tersebut dijumlahkan, maka akan terdapat 
matriks           , dimana          dengan            .  
Beberapa sifat operasi penjumlahan pada matriks, yaitu sebagai berikut: 
i.         
ii.                       
iii.              
iv.                   
(ii). Perkalian matriks dengan skalar 
Operasi skalar dengan matriks adalah dengan mengalikan semua elemen-elemen matriks dengan suatu 
skalar. Jika   adalah suatu bilangan skalar dan         maka matriks           yaitu suatu 
matriks    yang diperoleh dengan mengalikan semua elemen matriks   dengan  . 
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 (iii). Perkalian matriks 
Dua buah matriks dapat dikalikan jika memiliki jumlah kolom matriks pertama yang sama dengan 
jumlah baris matriks ke dua. Ordo matriks hasil perkalian dua matriks adalah jumlah baris pertama 
dikali jumlah kolom kedua. Matriks   memiliki jumlah kolom sebanyak  dan jumlah baris  , matriks 
  memiliki jumlah kolom sebanyak   dan jumlah baris  , hasil perkalian matriks   dan   adalah 
matriks   dengan jumlah kolom  dan jumlah baris  . 
             . 
KRONECKER PRODUCT 
Kronecker product merupakan operasi pada dua matriks yang tidak mensyaratkan ukuran. 
Kronecker product dilambangkan dengan notasi  . Diberikan       ,      , maka kronecker 
product dari   dan   didefinisikan sebagai 
     [
         
   
         
]         . Definisi yang sama berlaku jika   dan   adalah matriks 
dengan elemen bilangan  kompleks [5].  
Sebagai contohnya, misalkan     [
       
        




     [
           
           
] 
=[
      
      
       
          
], 
dan,  
    [
   
    
]  
=[
      
       
      
          
] 
Oleh karena itu diperoleh bahwa          . 
SIFAT-SIFAT KRONECKER PRODUCT 
Diberikan beberapa sifat dari Kronecker product adalah sebagai berikut: 
Teorema 1 Misalkan        dan               maka, 
i.                    . 
ii. (kA)              . 
iii.                 
Bukti: 
Akan dibuktikan untuk     dan     . Untuk       dapat dibuktikan dengan cara yang serupa. 
 
(i)         [
                 
   
                 
] 
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]  [
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             .   ■ 
(ii)                   . 
(kA)   [
           
   
           
]  [
           
   
           
]         
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]  [
           
   
           
]   [
         
   
         
]          
Teorema 2 Diberikan                       dan       .  
Maka                         . 
Bukti: 
           [
         
   
         
] [
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       . ■ 
Akibat 3 Jika        dan        maka                 . 
Bukti : Berdasarkan Teorema 2 maka                             . ■ 
Teorema 4  Jika        dan        maka               
Bukti:  
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]        ■ 
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Akibat 5 Jika        dan        matriks simetris, maka     juga matriks simetris. 
Bukti : Misalkan   dan   matriks simetris, maka      dan        Akibatnya berdasarkan 
Teorema 4,                 . ■ 
Teorema 6 Jika   dan   adalah matriks non singular , maka                . 
Bukti: Menggunakan Teorema 1,                                .   ■ 
Teorema 7 Jika        dan        matriks normal, maka     juga matriks normal. 
Bukti: Misalkan   dan   matriks normal, maka         dan           Akibatnya, 
                                                     .■ 
Akibat 8 Jika        adalah ortogonal dan        adalah ortogonal, maka     adalah 
ortogonal. 
Bukti : Diketahui   dan   ortogonal, maka        dan       . maka, 
                            . ■ 
Akibat 9 Jika        dan       , maka 
1.                             
2.                                  
Bukti : 
(i)       [
       
   
       
] [
       
   
       
] 








             
   
             
 
             
   
             
   
             
   
             
 
             
   








                                         . 
Disisi lain diketahui bahwa                 dan                . Akibatnya, 
                                             . Selanjutnya  








             
   
             
 
             
   
             
   
             
   
          
 
             
   








                                         . 
Jadi dapat disimpulkan bahwa                              ■ 
 (ii) Berdasarkan Akibat 3 maka                 . Sehingga, 
|   |  |            |  |    ||    | 
                         |
           
   
           
| |
   
   
   
| 
Dengan menggunakan operasi baris elementer dan kolom elementer yaitu pertukaran baris dan                  
pertukaran kolom maka diperoleh |
           
   
           
|  |
   
   
   
|. 
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Akibatnya, |   |  |
   
   
   
| |
   
   
   
|   | | | |  | | | |  | | | |  . ■ 
KESIMPULAN 
Pada  penelitian ini dapat disimpulkan bahwa beberapa sifat Kronecker products pada matriks 
adalah sebagai berikut:  
1. Untuk        dan               maka: 
i.                      
ii. (kA)               
iii.                 
2. Untuk                       dan       ,maka                    
      . 
3. Jika        dan        maka                  
4. Untuk semua   dan  ,  jika        dan        maka             . 
5. Jika        dan        matriks simetris, maka     juga matriks simetris. 
6. Jika   dan   adalah matriks non singular , maka                . 
7. Jika        dan        matriks normal, maka     juga matriks normal. 
8. Jika        adalah ortogonal dan        adalah ortogonal, maka     adalah ortogonal 
9. Jika        dan       , maka 
i.                             
ii.                                  
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